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RESUME. - On construit successivement un laplacien sur une variete de Finsler et un 
opkrateur hypo-elliptique sur le fibre unitaire. On donne ensuite via une formule de type 
Bochner, une borne inferieure de la premiere valeur propre de ces operateurs en fonction du 
tenseur de Ricci horizontal de la connexion de Berwald. 0 Elsevier, Paris 
ABSTRACT. - We construct a Laplacian on a Finsler manifold and a subelliptic operator on 
the associated unitary bundle. Through a Bochner-type formula, under appropriate conditions, 
a lower bound of the first eigenvalue of these operators is given by means of the horizontal 
Ricci tensor of the Berwald connection. 0 Elsevier, Paris 
1. DCfinitions et position du problhme 
Soit (M, L) une variCt6 Finskienne de dimension n, compacte et saris 
bord. On note TM son espace tangent, p la projection canonique de TM 
sur M et E l’ouvert de TM obtenu en privant TM de sa section nulle. 
Soit (xc”) pour i variant de 1 h n, une carte subordonnke h un ouvert 
U de M. On considbre la trivialisation locale de TM associCe B cette 
carte. Si z E U et si z est un point de T,M, on a z - (2, V) avec 
21 = 21i et z = 2& pour i E { 1,. . . , n}. (2,~~) est alors un systkme 
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de coordonnees locales sur E et on considbe de la m&me facon la 
trivialisation associte a cette carte sur TE. 
Le lagrangien L est une fonction G” sur E a valeurs dans Rf*, il 
verifie L(z,tv) = t L(z,u) pour tout t dans R+*. De plus la matrice 
.Yfj = 3 $Z& est celle d’une forme bilineraire definie positive. 
On considere pWITM le fibre vectoriel sur E image reciproque de 
TM par I)jE. La fibre au-dessus du point z - (:r,~) de E est 
pplTAlz = T,.M. La definition de p- ‘TM permet de mettre en evidence 
d’une part une application lineaire canonique p de TE dans-p-‘TM, si 
X=a’&+bi&,ietjvariantdelan,onaX=P(X)= ” 0, fi’ 
D’autre part, p -lTM admet une section canonique non triviale 0 qui 
s’ecrit en trivialisation locale a(:r:. 71) = (:I:, 21.7~) [I]. 
Soit V une connexion sur pwlTM c’est-a-dire une application de 
l’espace des sections de p -lTM note S(p-lTM) dans S(p-‘TM) @ 
S(T*E). V est dite reguliere [2] si, pour tout z dans E, l’application 
lineaire de T,E dans pelTMz = T,.M(z = p(z)) qui a 2 associe Vao 
(a &ant la section canonique) definit un isomorphisme de l’espace verttcal 
en z, V, = kerTp],, sur T,.(M). Dans ce cas, en notant 3d,z le noyau de 
l’application X + VA~c, on a TzE = ?I, $ V, et KFI, est isomorphe par 
Tp12 a T,M. Pour tout z dans E, ‘FI, est appele espace horizontal en z. 
Parmi les trois connexions regulieres le plus souvent utilisees, celles 
de CARTAN-FINSLER (VF), de BERWALD (VB), et de CHERN (0’) [4], qui 
definissent la mCme distribution d’espaces horizontaux, on s’interessera 
plus particulierement a la connexion de Berwald. L’objet de cette note est 
de construire des operateurs intervenant dans des equations aux derivees 
partielles d’origine geometrique. 
CoefJicients de connexion. - On considbre une base de sections locales 
de TE formee des champs de vecteurs horizontaux di (i de 1 a n) definis 
par ~(8,) = & (et naturellement Vazc7 = 0) et des champs de vecteurs 
verticaux & (j de 1 a n), comme crl(z,,u) = u’, on a Varr = &. On 
notera dz’ et Vvj la base duale de sections locales de T’“i. 
On pose I?;, j = i (8i,qrJ + i;jgi/ - a,.y;j), II’:; = !/“I’T;j, T,jk = + & gi,, 
et [fY,,CYj] = - R ~ ~ , j ~ .  
Ces differentes grandeurs sont likes a la connexion metrique de Finsler 
(coefficients de connexion, torsion et courbure respectivement). En 
TOME 122 - 1998 - No 5 
VALEURS PROPRES D’OPfiRATEURS DIFI+RENTIELS 401 
particulier on a VfTjk = i31Tjk + I’$Tjz - I’3TT:nk - l?z;llTJ’,,. On 
note par l’indice 0 la contraction d’un tenseur par la section 0 ou p-r (0) 
suivant le contexte saris qu’il puisse y avoir d’ambigtiite. 
De VFdia = 0 on deduit 8, = & - TJ”F$& = & - T$&. 
Les coefficients de la connexion sans torsion de Benvald sont donnes 
par Vg $$ = Gfi avec GUI = I’$’ - C{T,$. En ce qui concerne les 
directions verticales, on a VB, & = 0. 
1 
La decomposition de Tl? permet d’obtenir sur E une metrique 
riemannienne G a partir des gij qui definissent un tenseur deux fois 
covariant de pAITM : ds” = G = gijdx’ @ dzj + gijVvi @ VW’. On 
munit TE de la connexion D de Levi-Civita. Ses coefficients sont donnes 
-k *k -k par [3] rji = rji, lTiirr = V, T(,,, li - F k f;-” - F” - T;-; Rloki, F” = V,FT;;, iT - il 
F: = -T$+$R’~~j,F~f=T~,l. De facon g&&ale l’indice h designe la 
direction 8, (sur TE) ou & (sur p- ITM) h designant la direction 6. , 
2. Un 0pCrateur elliptique sur la varikt6 
Le fibre unitaire SM est l’image de E par l’application T de E dans E 
telle que r((z,v)) = (z, fi), c’est une submersion et SM s’identifie 
a la sous-variCtC de TM des vecteurs de norme 1, elle est munie de la 
structure riemanienne induite de celle de E. 
Soient alors d, la differentielle sur SM, 6, et A, respectivement la 
divergence et le laplacien correspondant a d, via la structure riemanienne. 
Sur M, soit f une fonction Coo, on definit l’integrale de f par 
J%I f = Jsnl fq oti f est le relevement de f(T(zr:, u)) = f(z)) sur SM 
et q est la forme de volume riemanienne sur SM(q = r*(det(g)dzRdv)). 
Soient alors Q: et /3 deux p-formes sur M, on peut les considerer 
comme deux p-formes sur pAITM par a(~, U) = o(z) et noter 5 
et p leurs relevements horizontaux sur SM. Par definition T? = e*cy, 
@A = b, P(@L ou encore si a = cqli2...~,(x)dxi1 A dxi2 A . . . drip, 
Z(X, W) = ai,i,...i,(z)d~il A dzi2 A . . 9 dz , la notation d? representant ip 
la fcrrne duale de & sur p -lTM et d; sur SM. On pose (cK,/~)~I~ = 
(TF, P)s.jr ou @, @ski est le produit scalaire riemannien de deux p-formes 
d&hi par (E, P)SM = Js,zr TFA *p, *p designant l’adjoint riemannien de p. 
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11 est clair que ( : ),{I definit un produit scalaire sur (2*(M). On note 
d,zr la differentielle sur M, on appelle Snr l’operateur adjoint de dnl pour 
ce produit scalaire. 
On a clairement d,l~cl = &i3, et on vtrifie alors que l’operateur adjoint 
de d-v1 est SAI donnC par ~ld~)jlJ2...Jp--l = 
J,, [~s~ll,,,,. Jp-, &alh 
s,, ~Em/?~ 
ou l’integration est faite sur la fibre S,,. de SM en z, d’element de volume 
n,s, correspondant a la metrique riemanienne induite par G sur la fibre 
et Oil les [S,Z],,j,...j,-, designent les composantes horizontales d’indices 
jl , j, . . . jp-l de S,sZ 
On d&nit alors le laplacien sur la vat-i&e M pour une forme Q E !A* (M) 
par A,tfcv = dIlfS1lrcL + 6Alfd1tI(rr (pour une definition distincte d’un 
laplacien sur M, on renvoie a [5]). 
Si f est une fonction 
On en deduit la propriete Jtf Alvrf = /sAlr &f. 
En effet 
LAdWf = L- 
AhI f v (par dkfinition) 
= J;, WA1 
det(g)n*(Vv1AVv2 -/\Vzt”) dx’ Adz” 
> 
. . . A dx” car A, f ne dkpend pas de u 
Par ailleurs lhi f A,wf = j’s,bf A.sf 77. 
Ces differentes propriCtt% permettent d’obtenir la proposition suivante : 
PROPOSITION. - L’ope’rateur AM est le Laplacien dkjini b partir de la 
difSe’rentielle d, et du produit scalaire sur R*(M). I1 ve’ri$e les proprikth 
ci-dessous : 
TOME 122 - 1998 - No 5 
VALEURS PROPRES D’OPtiRATEUR.9 DIFF’6RENTIELS 403 
(a) I1 est elliptique et auto-adjoint. 
(b) I1 existe une decomposition de Hodge de R*(M). C’est-a-dire que 
toute p-for-me SW M se decompose sous la forme Q = Sn,fP + dnyy + 
H(a) oci ,O E R*“+l(M), y E R *p-l M et air H(Q) est harmonique ( ) 
(i.e. An,rH(a) = 0). 
(c) Les valeurs propres non nulles de ce laplacien sont minorees par la 
plus petite des valeurs propres du laplacien riemannien As. 
Preuve. - (a) decoule de la definition, pour (b) voir le theoreme de 
WELLS [61. Pour le (~1, on a Lt4 Ihf12 = ~'nrld,f12 et hIf.f = j&f. 
Comme la premiere valeur propre non nulle du laplacien A,$1 est definie par 
le minimum de la fonctionnelle 
ki= :‘;2 
2 pour les fonctions f E Coo(M) 
verifiant Jnf f = 0 et que l’on a une formule analogue dans le cas de 
la premiere valeur propre du laplacien As en remplaqant M par S le 
resultat est immediat. 
3. Un opkateur auto-adjoint sous-elliptique 
On s’interesse maintenant au cas ou le fibre unitaire SM est sous- 
riemannien, c’est-a-dire que l’algebre de Lie des champs d’espaces 
horizontaux est le fibre tangent TSM. On verifie facilement que 
[&Jj] E [vi&]‘, d one est un Clement de TSM. Un exemple simple de 
cette situation se rencontre dans le cas des variCtCs isotropes a courbure 
sectionnelle constante [2]. Dans ce cas, 6’if = 0 pour i de 1 a n entraine f 
= constante. 11 est alors legitime de se demander si les grandeurs definies 
sur les horizontaux suffisent a d&ire entierement la variete. 
Dt;Jinition d’une diffe’rentielle horizontale. - L’application p de TE 
sur p -lTM definie au premier paragraphe, induit un isomorphisme 
des horizontaux de T,E = ‘7-l, sur pVITMz. On dispose done d’une 
application de p -lTM dans les horizontaux de TE puis par composition 
avec l’injection d’une application de pylTM dans TE. Soit p-l 
l’application ainsi definie (localement p-l(&) = a;). Comme, par 
ailleurs, les horizontaux de TE s’identifient a ceux de TSM, la 
restriction de l’application p a TSM que l’on note toujours p peut 
s’interpreter comme la projection horizontale de TSM definie comme 
&ant l’identite des horizontaux de TSM et l’application nulle sur les 
verticaux. On d&nit alors p* l’application de S(p-lTM*) dans S(TSM*) 
par Vcr E S(p-‘TM*), VX E TSM, p*(a)(X) = &I(X)). p*(a) 
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est le relevement horizontal de IL, on notera Z = p*(a). De meme 
on a la projection horizontale p -‘*(a) E S(p-ITA&*) d’une section 
/j E S(TSM*) : t/Y E p-lTM, /,-l*(p)(Y) = p(p+(Y)). 
On definit alors un operateur differentiel dH, differentielle horizontale 
sur les formes de R*(J)-lTM*), par dHrr = p-l*ds(?$ ds designant 
toujours la differentielle sur SM. 
Si Q = Ci:=t ~t;~;~...,,, (x, v)dz’l A dxiZ A. . . A dz’p, on obtient dH(a) = 
ci:=t dl(Cyi,;a...,p)(x,,ll)dx’ A dx’l A dx’” A . . A dx’p. On note alors 6~ 
la pseudo-divergence associee a dH par la structure riemannienne sur SM 
et on verifie que V’a E R*(p-ITM), ~HCL. = p-l*[S,yp*(cu)], oti 6s est la 
divergence riemannienne sur fl* (SM). 
De’rivtfes successives et opkrateur sowelliptique. - Pour un champ de 
tenseurs T de p-lTM, on definit l’operateur LHT = -g’J(O$ Vzj - 
vid,aj)(T). D ans une carte LHT = -VB’V”T la somme s’entendant 
de 1 a n, 0: signifiant Vg , VBJ = y’JVi . On rappelle que la connexion 
’ de Berwald n’est pas metrique. 
Remarque. - Sur un fibre vectoriel V de base E muni d’une connexion 
V, la donnee d’une connexion II sur TE permet d’iterer la derivation 
covariante (via 0) des champs de tenseurs de V. 
Pour cela, on definit un operateur B qui possede les propriCk% suivantes : 
- Si A est une puissance tensorielle du fibre V et de son dual V*, et si 
T est une section de A, B(T) E S(A) 8 S(T*E) et BT = VT. 
- Si f est une fonction sur E, Bf = df, la differentielle de f. 
- Si r est un champ de tenseurs sur E, BT = Dr. 
- B respecte la regle de Leibniz relativement au produit tensoriel, en 
particulier B(T @ 7) = V(T) @ r + T @ D(7). 
On vCrifie alors que l’operateur LHT defini plus haut n’est autre que 
giJB2(T)(di @ 3J). En effet B(T) = V,T @ dx” oh les B,T sont des 
tenseurs de m&me nature que T, et ou dx” designent dx’ pour n de 1 a 
n et VU(“-“) pour a de 71. + 1 a 2n. 
Done BB(T) = VJ,V,T @ dx” ~3 dx” + V,T ~3 Llhdx” ~3 dx” = 
VJ,V,T @ dx” @ dx” - i;;&,T @ dx” ~3 dx” = VbVr,T 63 dx” @ dx” - 
F;;&T @ dx” @ dx” = VJ,V,T ~3 dx” @ dx” - VDCBb)T C$ dx” @ dx”, 
d’oti le rbultat. 
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On definit alors la courbure horizontale de la vat-i&C par H(X, p)Z = 
VHSVHYZ - VH~VH~~Z - V(H,~.H~IZ, si Z designe une section de 
p-lTM, X et p des champs de vecteurs de TE et HX et HY leurs 
projections horizontales respectives. 
En posant HX = Xi&, HY = Yj6’j et 2 = Z”‘&, H(X, F)Z = 
I$ijX’YjZk&, avec Hi., = [i3;Gi,j - 8jG”,;] + [Gi,Gi.j - Gb,GI(.,], et 
aif = gijijif. 
On notera H&t = H&t, cet operateur definit une forme bilineaire 
symetrique sur les sections de JJ -lTM et par l’intermediaire du tenseur 
metrique g sur les sections de p-lTM*, on notera indifferemment 
Hic(a, /?) ou Hic(p, p) si g et e designent les champs de vecteurs associes - 
51 Q et P. Soit Q! une forme de p-lTM*, Hic(a,a) = Hicija’& = 
Hic’ja;aj = gjkoi[V~V~o~ - V,BVP,, - Vi. a Iok]. 
on a naturellement, pour une fonction f sur s’;, LH f = 6~ (dH f). 
Si on considere cp une forme de S(TSM*), il est nature1 de comparer 
LH(P a [&HdH + dBSH]p. On obtient : [SHdH + dHfiH]y - L~cp = 
[H~c~~~+gX.“‘[iJlri)r,,]~~-T’nV~~j-V~Tr”V~~,j+2V~TJk~V~~~]dzi 
que l’on demontre a l’aide de la propriete suivante : 
PROPRIETY. - On ve’rije facilement que si a: est une 1-forme SW M, done 
un element de S(p-lTM*) par a(x, v) = a(x) et que l’on designe par ?i! 
son releve’ horizontal sur TE, on a VB’(ai) = D”zc, = -?i,,, l’indice 
a courant de 1 13 2n. 
De VB’ (oi) = DO?&, on deduit immediatement : 
COROLLAIRE. - La plus petite des valeurs propres non nulle de 1 ‘operateur 
LH minore la plus petite des valeurs propres du laplacien An1 dejini au 
paragraphe 2 ci-dessus. 
Une formule de type Bochner pour 1 ‘ope’rateur LH. - Soit C la forme de 
p-lTM* definie par <i = CP VEoi, sa derivee covariante est donnee par 
VgCi = V,BCYmVB”’ Qi + V~(g~‘)okV~Ck!j + Ck!“‘V~V~CFi 
= V,BornVB”‘oi + o”‘V~V~oj + 2V~T~‘L”~~V~oi, 
Soit de mCme [ la forme de p-lTM* definie par 
Ii = ojVBmQn~, 
V$S, = VJBQiVB’“CY,n + oiglrrlV~V~o, + 2V0T;“zaiV~cx,,,. 
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En contractant par g/J et en soustrayant, on obtient : 
6,,T - 6,‘+< = VB’<; - VB’[; = U”‘VB’V~lXj - Qig”“VBzV~Ct,~~ 
+ vB’a,,,vB”‘CYI - (VB”‘n,,,)‘. 
Les termes en T disparaissent du fait de la symetrie de Ti,jk et de 
vog’.j = 0. 
Par ailleurs le calcul donne VB [a a ]cx/ = -R$iV$xq, et on obtient : 3’ 1 
HiC(Cf, Ct) = VB’{i - VB’O!~p,VB”‘Ck!~ + (VB’“U~~~)2 + RmoijCk!iV~a,~ 
= Da<0 - D”<(l - VB’C5~~~VB’“0!i + (VB”‘Ck!~~()L) 
+ R”‘“iJCk!iV~a,j. 
Dans le cas particulier ou a est la differentielle horizontale d’une fonction 
sur M, a = dHf, posons Q’ = gdxj. On a Vgaj = & 8jf = 
a,(& f) - [aj, &l(f) = aj&, +‘Gf7,,a; = VT&. 
Ainsi RnLoij 0% CY~ = R”‘oij Vfa:,, . 
On en deduit V”’ [R”‘“ij&,d] = VB” [R1”oiJ]a;,,aJ + 
R’r’Oij~:,, Vynj + R”‘~~‘jVf [cK:,~]u~. 
Or par antisymetrie sur les indices i et j, on a : 
Et done en posant x, = R”‘“ija:,, o’ que l’on considere comme 
une section de p-lTM*, on obtient : R”“r~~~V~[c&]cq = D”xn + 
i Rmoi’R”oijct’,a’, - VB~[R”~~~]~~,,~J, oti I’indice n court de 1 a 2n, 
et Cvidemment Dnxa = -c~,~x. 
Par ailleurs comme LH f = bd,y f, on demontre la formule de type 
Bochner suivante : 
1 af af (LHf)2 = HiC(dHf,dHf) - -R”‘otJRk~iJ-- 
2 avr'z a4 
+ VB"(dHf)mVB""(dHf)i 
af + VBa [R”joiJ] - av,,, ajf - M + 654 - KS-X 
ou encore, en appelant S le tenseur sur pwlTM defini par Srn~ = 
;R -- moijRk~jj et en notant ? son releve vertical sur SM : 5 = 
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7r*-‘(S;jVvi @I VU~), Hit le relevt horizontal sur Sk! du tenseur Hit et 
Vshff le gradient sur SM de f, (Vs~f)~ = Gub(ds,$ff)b, on obtient : 
( “ )  (LHf)2 = (T&c + 3)(V,,,f, Vsnrf) + VB’(dHf)mVB”(dHf)i 
+ VBt [R7”Oij] & 8j f -  Ss( + S,$l -  SSX. 
Une estimation des valeurs propres de LH. - Cette formule permet 
d’obtenir l’equivalent du theoreme de A. LICHNEROWICZ sur ces variCtCs 
Finsleriennes : 
PROPOSITION. - Si la varie’te’ (M, L) est telle que LH soit sous- 
elliptique et VBz[Rma;j] = 0, et est telle qu’il existe un c > 0 tel 
que, pour tout X de TSM, de projection horizontale XH, on ait : 
(pi, + 3)(x,x) > cg(xH,xH), 1 a ors toutes les valeurs propres non 
nulles de LH sont supe’rieures ou &ales d c. 
Preuve. - On a 
s -- (LHf)2 = (&ii?,dHfh = (dHf,d6dHfhi SAI -- 
= (dH.f, &dH.f)siu 
et done 
(dHf )jVB’ (dHf )i + s VB’(R”‘~iJ)31,“’ J af 8.f SXl
or, d’apres l’hypothese VB” [R”‘oij] = 0 et naturellement 
VBt (dHf)mvBm(dH f)i > 0 en tout point de E, on en deduit - - 
(dHf,dHLHf)sM 2 JSM(H1'" + ~)(%,f,%nif). Ainsi Si x 
est une valeur propre de l’operateur LH et f une fonction propre Cm -- 
sur E, attachee a la valeur prop2 A, on obtient (dHf, dHLHf)sM = 
qizdHf)SM 2 J&(Hic + ~)(Yswf,b"L~f). 
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Comme VH~ le projet horizontal de Vs.1I.f est tel que .q,,;VHf Vkf = 
GflbdHn f dHbf, la conclusion s’en dkduit. 
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